Contents

Introduction. x 0.1 How to use this book. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x 0.2 Acknowledgments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xi

1 Writing ODE files for differential equations 1 1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 1.2 Ordinary differential equations and maps. . . . . . . . . . . . . . 2 1.2.1 Nonautonomous systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 1.3 Functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 1.3.1 User defined functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 1.4 Auxiliary and temporary quantities . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 1.4.1 Fixed variables. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 1.4.2 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 1.5 Discontinuous differential equations. . . . . . . . . . . . . . . . . 10 1.5.1 Integrate-and fire models. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 1.5.2 Clocks - regular and not. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 1.5.3 The dripping faucet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 1.5.4 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2 XPPAUT in the classroom 17 2.1 Plotting functions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 2.2 Discrete dynamics in one-dimension. . . . . . . . . . . . . . . . . 20 2.2.1 Bifurcation diagrams . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 2.2.2 Periodic points. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 2.2.3 Liapunov exponents for 1-d maps. . . . . . . . . . . . . . 25 2.2.4 The Devil’s staircase. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 2.2.5 Complex maps in one-dimension. . . . . . . . . . . . . . . 30 2.2.6 Iterated function systems. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 2.3 Ordinary differential equations on the line and in the plane . . . 38 2.3.1 Exercise . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 2.4 Planar dynamical systems. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 2.5 Nonlinear systems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 2.5.1 Conservative dynamical systems in the plane. . . . . . . . 49 2.5.2 Homework. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 v

2.6 Three and higher dimensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 2.6.1 Poincare maps, FFTs, and chaos. . . . . . . . . . . . . . . 56 2.6.2 Poincare maps. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 2.6.3 Homework . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3 More advanced differential equations. 64 3.1 Functional Equations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 3.1.1 Delay equations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 3.1.2 Integral equations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 3.1.3 Making 3D movies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 3.1.4 Singular integral equations . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 3.1.5 Some amusing tricks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 3.1.6 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74 3.2 Stochastic equations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 3.2.1 Markov Processes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 3.2.2 Gillespie’s method. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 3.2.3 Ratchets and games. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 3.2.4 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89 3.3 Differential algebraic equations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90 3.3.1 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

4 Spatial problems, PDEs, and boundary value problems 94 4.1 Boundary value problems. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94 4.1.1 Solving the BVP. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97 4.1.2 Infinite domains. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101 4.1.3 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108 4.2 Partial differential equations and arrays. . . . . . . . . . . . . . . 112 4.2.1 A first animation file. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114 4.2.2 The issue of stiffness. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115 4.2.3 Special operators. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117 4.2.4 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

5 Using AUTO – bifurcation and continuation. 134 5.1 Standard examples. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135 5.1.1 A limit cycle. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138 5.1.2 A “real” example. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141 5.1.3 Exercises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145 5.2 Maps, boundary value problems, and forced systems. . . . . . . . 147 5.2.1 Maps. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147 5.2.2 Homework . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149 5.3 Boundary value problems . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150 5.3.1 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153 5.4 Periodically forced equations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155 5.4.1 Exercises. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156 5.5 Importing the diagram into XPPAUT . . . . . . . . . . . . . . . 157

6 Animation 158 6.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158 6.2 Some first examples. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158 6.2.1 The pendulum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158 6.2.2 A spatial problem revisited. . . . . . . . . . . . . . . . . . 163 6.2.3 A glider and a fancy glider. . . . . . . . . . . . . . . . . . 163 6.2.4 Coupled oscillators. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166 6.3 My favorites. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167 6.3.1 More pendula. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167 6.3.2 A roller coaster. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169 6.3.3 The Zipper. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171 6.3.4 The Lorenz equations. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173 6.4 The animator scripting language. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175

7 Tricks and advanced stuff 178 7.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178 7.2 Graphics tricks. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178 7.2.1 Better plots . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178 7.2.2 Plotting results from Range Integration . . . . . . . . . . 180 7.3 Fitting a simulation to external data. . . . . . . . . . . . . . . . . 180 7.4 The data browser as a spreadsheet. . . . . . . . . . . . . . . . . . 182 7.5 Oscillators, phase models, and averaging. . . . . . . . . . . . . . 183 7.5.1 Computing a limit cycle and the adjoint. . . . . . . . . . 184 7.5.2 Averaging . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186 7.5.3 Phase response curves. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186 7.5.4 Phase models . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189 7.6 Arcana. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192 7.6.1 Iterating with fixed variables. . . . . . . . . . . . . . . . . 192 7.6.2 Timers. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193 7.6.3 Initial data depending on parameters. . . . . . . . . . . . 195 7.7 Don’t forget... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200 7.8 Dynamic linking with external C routines. . . . . . . . . . . . . . 202

8 Appendix 205 8.1 Appendix A:Colors and linestyles. . . . . . . . . . . . . . . . . . 205 8.2 Appendix B: The options . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206 8.3 Appendix C: Numerical methods . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209 8.3.1 Fixed points and stability . . . . . . . . . . . . . . . . . . 209 8.3.2 Integrators. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210 8.3.3 How AUTO works. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215 8.4 Appendix D: Structure of ODE files . . . . . . . . . . . . . . . . 216 8.5 Appendix E: Complete command list . . . . . . . . . . . . . . . . 222 8.5.1 Main menu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222 8.5.2 AUTO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223 8.5.3 Browser commands . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223 8.6 Appendix F: Error messages. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224